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Résumé 

Nous présentons diverses applications des fibres vectoriels aux équations aux q-différences, 
dans la lignée de la correspondance de Weil. 



Abstract 

We présent some applications ofvector bundles to q-dijference équations, in continuation of 
Weil' s correspondance. 
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1 Introduction 

Divers fils mathématiques et historiques relient les équations aux <7-différences aux fibrés vecto- 
riels holomorphes sur une courbe elliptique 0. Ces dernières années, ces derniers sont apparus à 
plusieurs reprises comme un cadre naturel pour des problèmes de classification et de théorie de 
Galois (problème de Riemann-Hilbert). Il est peut-être temps de survoler et de mettre en ordre des 
résultats épars, dont certains ont été énoncés dans diverses conférences (Groningen, Conférence 
Ramis, Lisbonne, Luminy, Kyoto, Tordesillas) mais n'ont jamais été publiés. Ces résultats ont été 
très largement motivés par les travaux de Ramis, Zhang et l'auteur et l'une des raisons de non pub- 
lication est le blocage sur une question difficile, celle du "problème global" (section|4ll. Cependant 
les percées des dernières années sur le problème local ( [i26il . [i24<l et L25 J ) nous encouragent. 

L'article comprend peu de résultats extraordinaires mais permet un éclairage nouveau de la 
théorie. Il permet en particulier de proposer une énigme (apparition de la dualité de Serre) et 
un problème ouvert (le problème global mentionné ci-dessus). Nous n'évoquons pas deux autres 
pistes, celle de la confluence ( |[37l . ll33l ) et celle des déformations isomonodromiques ( li36J ). 

Nous nous occupons principalement d'équations aux ^-différences et ne sommes venus aux 
fibrés vectoriels que par nécessité: nous ne prétendons à aucune expertise dans ce domaine, et 
espérons au contraire que les spécialistes nous apporteront leurs lumières. 

Ce fut un plaisir tout particulier de parler de tout cela à la conférence en l'honneur de Jose-Manuel 
Aroca, Gran Jefe Capitan Pirata, en présence de tant d'amis de Valladolid et d'ailleurs. A Valladolid et à 
Tordesillas, on rit beaucoup avant, pendant et après les exposés (parfois, à la place) parce que le plaisir de 

^Dans tout le texte, nous dirons "fibré" pour "fibré vectoriel holomorpiie" (sur une surface de Riemann). 
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faire des mathématiques s'y exprime plus librement qu'ailleurs. Merci pour tout cela à Jose-Manuel, l'âme 
du groupe. 

J'avais préfacé mon exposé (en anglais) à Tordesillas de la dédicace suivante: 
With a spécial thoughtfor Jean Giraud, 
who, a long time ago, guided my first steps 
into the wild world of singularities ... 

Jean Giraud, qui n'avait pu assister à la conférence, nous a quittés le 27 mars 2007. Je partage ici ma 
tristesse avec nos amis espagnols. 

1.1 Apparition des fibrés dans la théorie des équations fonctionnelles 

Le théorème clé dans la résolution par Birkhoff du problème de Riemann-Hilbert (131) est un 
théorème de factorisation de matrice holomorphe. Dans 1301 . 1311 . Rôhrl a interprété ce théorème 
en termes de trivialité de fibré vectoriel (voir aussi fîÔl). Dans f23l, van der Put et Singer don- 
nent de cette factorisation une preuve moderne, qui s'appuie directement sur la cohomologie des 
fibrés vectoriels sur une surface de Riemann, et l'appliquent (dans la droite ligne de O) aux 
équations aux différences et aux ^-différences. Auparavant, Praagman, un élève de van der Put, 
avait invoqué la trivialité méromorphe des fibrés pour démontrer l'existence d'un système fonda- 
mental de solutions méromorphes sur C* pour les équations aux différences et aux ^-différences 
(HOl). Cependant, dans tous ces cas, les fibrés n'interviennent qu'à travers leurs propriétés coho- 
mologiques, et non en tant qu'objets géométriques. 

Dans IJÎ, Baranovsky et Ginzburg étudient la classification formelle des équations aux q- 
différences fuchsiennes (dans une autre terminologie, liée aux groupes de lacets). Ils caractérisent 
chaque classe formelle à l'aide d'un objet analytique, un fibré vectoriel sur la courbe elliptique 
Eq = C* /q'^. Sur une suggestion de Kontsevitch, ils en déduisent le groupe de Galois local. 
Indépendamment, l'auteur a obtenu dans [33] la classification (formelle ou analytique, ce qui re- 
vient au même dans ce cas) des équations aux (7-différences fuchsiennes par des fibrés plats, d'où 
se déduit la description complète du groupe de Galois local et celle moins détaillée du groupe de 
Galois global (cas abélien régulier). 

Nous allons, dans cette introduction, suivre le chemin inverse et montrer comment la descrip- 
tion des fibrés sur une courbe (resp. une courbe elliptique) se traduit naturellement en termes 
d'équations fonctionnelles (resp. d'équations aux ^-différences). 

1.1.1 La correspondance de Weil 

Dans pli, Weil propose, sous le nom de G-diviseurs, une généralisation non-abélienne de la 
notion de diviseur sur une surface de Riemann. Ces G-diviseurs ne sont autres que des fibrés 
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vectoriels avant la lettre. Selon la présentation "moderne" de lfÏ4l (et sous une forme simplifiée), 
cela donne ce qui suit. 

Fibrés équivariants. Soit E une surface de Riemann, et soit È son revêtement universel, qui est 
donc également une surface de Riemann. Nous noterons 71 : £■ ^ £ la projection canonique. 

Soit f un fibré (vectoriel holomorphe) sur E. En relevant ^ h Ë par 71, on obtient un fibré 
f =%* f , qui est trivial puisque Ë est simplement connexe. On écrit donc f = Ë xV , oùV 
est un C-espace vectoriel de dimension finie. Provenant de E, ce fibré trivial est muni d'une 
action équivariante du groupe G = Aut(£'/£') = 7li(£') (nous ne précisons pas le point-base 
pour le groupe fondamental 7ii, qui n'apparaitra qu'en tant que groupe des automorphismes du 
revêtement). Le mot "action équivariante" signifie ici "action sur Ë xV qui commute avec l'action 
sur Ë" (on dit aussi que f est un fibré équivariant). Une telle action est complètement décrite par 
l'action naturelle (y,;c) i-^ y.^; de G sur Ë et par la donnée d'une application holomorphe (en la 
seconde variable): 

A:GxË — > gL{V). 
Tout y G G opère alors sur f = Ë xV par l'application: 

{x,X) ^ {y.x,A{y,x)X) . 

Pour que ce soit bien une opération de groupe, il faut, et il suffit, que soit réalisée une condition 
de cocycle: 

Vy,y £G ,yx£Ë , A{iy,x) =A{i,y.x)A{y,x). 

On peut également exprimer, par une condition de cobord, la trivialité du fibré de départ ou, 
plus généralement, à quelle condition deux cocycles représentent des fibrés isomorphes. 

Un morphisme !F !F' de fibrés sur E se relève en un morphisme !F = Ë xV ^ f ' = Ë xV' 
de fibrés sur Ë compatible avec la structure ci-dessus: si et f' sont respectivement décrits par 
les cocycles A et A' , le morphisme f ^ jT' est de la forme (x,X) ^ {x,F{x)X), où F est une 
application holomorphe de Ë dans L(V, V), qui satisfait à la condition suivante: 

\/y£G,yx£Ë , F(y.x)A(y,x) = A'{y,x)F{x). 

Description géométrique. Supposons réciproquement donné le cocycle holomorphe (en la sec- 
onde variable) A : ^{{E) x Ë g l{V). On lui associe la relation d'équivalence ~a sur le fibré 
trivial F = Ë xV engendrée par les relations: {x,X) ~a iy-x,A{y,x)X): la relation ~a provient 
donc d'une action équivariante de 7ii(£') sur Ë. En un sens évident, cette relation est compatible 
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avec la relation ~ sur Ë induite par l'action de 7li {E). Le fibré sur E associé, que nous noterons Fa, 
s'obtient par passage au quotient de la projection F = Ë xV ^ Ë par ces relations d'équivalence: 

ËxV Ë 
Ja = >E = — 

On peut alors décrire le faisceau des sections de Ja- Soit V un ouvert de E. Alors l'espace des 
sections de ^a sur V est: 

r(V,iFA) = {X : Ti'\V) V holomorphes | \/x G Ti'\V) , Vy G 7ii(£') , X{y.x) =A{y,x)X{x)}. 

Exemple. Prenons E = C*. Alors Ë = C sur lequel Hi (E) = Z agit par translations, et la projection 
canonique n : Ë ^ E est ici x i-^ e'^^^^. La condition de cocycle entraine que A est entièrement 
déterminée par la matrice A{l,x). Notons (abusivement) A{x) = A{l,x). De même, la condition 
qui définit les sections peut se tester simplement en prenant y = 1 : 

r{V,!FA) = {X : Ti^^V) V holomorphes | Vx G Tl^\V) , X{x+\) =A{x)X{x)}. 

On voit bien la parenté avec les équations fonctionnelles. 

Si l'on note l = !Fi ("objet unité") le fibré en droites trivial sur E, associé au cocycle trivial 
(y,x) I— > 1 G gL{C), le lecteur pourra vérifier que les morphismes de l dans un fibré !Fa quel- 
conque s'identifient aux sections globales de ^Ta- 

Fibrés plats et représentations deni{E). Un cas important est celui où, à isomorphisme près, 
on peut supposer A(y,x) indépendant de x G £: on l'écrit donc A (y), et la condition de cocycle 
dit alors que y^ A(y) est une représentation de 7ii(£') dans g l{V). Un tel fibré est appelé plat 
( |[T6l ). Les fibrés plats admettent une caractérisation topologique: les classes de Chern sur leurs 
facteurs indécomposables sont nulles; et une caractérisation différentielle: onneut les munir d'une 
connexion holomorphe. Nous n 'aurons pas l 'usage de ces caractérisations q On obtient ainsi la 
célèbre correspondance de Weil entre fibrés plats et représentations du groupe fondamental. 

Il faut cependant prendre garde que cette correspondance n'est pas une équivalence entre la 
catégorie des fibrés plats sur E et celle des représentations de Hi (E). Soient en effet A : Hi (E) — > 
Ç l{V) et A' : 7ii(£') g l{V') deux telles représentations, et soient ^a et Ja' les fibrés plats 
qui leur correspondent respectivement. Un morphisme de ^Fa dans ^a' est décrit comme une 
application holomorphe F : Ë ^ L(y, V), telle que: 

Vy G G , Vx G £ , F(y.x)A(y) = A'(y)F(x). 

Si F est constant sur Ë, c'est bien un morphisme de représentations, mais pas autrement. Nous 
en verrons un exemple à la section suivante, et des conséquences pour le groupe de Galois à la 
section 12.1.11 



Van der Put et Reversât utilisent la seconde dans 1221 . voir là dessus la section 1X2 
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1.1.2 Le cas des fibrés sur une courbe elliptique 

Fibrés sur C/ (Z + Zx) . Prenons pour E la courbe elliptique le/ Ax, oLi Im T < et At; = Z + Zx. 
(Nous poserons plus loin q = e^^''^^ et voudrons avoir \q\ > 1.) Ici, 7li(£') = A^ agit sur Ë = C 
par translations. Notons encore 7i : C — > £" la projection canonique. Pour tout cocycle A, notons 
Ai{x)=A{l,x)etAi{x)=A{x,x). A cause de la relation de commutation x+l = l+ T,la condition 
de cocycle entraine: 

Vx G C , Ax(x+l)Ai(x) =Ai{x + x)At:{x). 

Réciproquement, deux applications holomorphes de C dans gL{V) qui vérifient cette relation 
s'étendent de manière unique en un cocycle A et définissent donc un fibré = !Fa sur E. Les 
sections de ce fibré sur l'ouvert V C E s'identifient aux solutions holomorphes sur n^^{V) C C de 
l'équation fonctionnelle: 

\/xen-\V) ,X{x+\)=Ai{x)X{x) et X {x + 1) = A^{x)X (x) . 

Si !F' = !Fa' est le fibré défini par A[ et A'^ (holomorphes de C dans g L {V')), un morphisme de f 
dans !F' est représenté par une application holomorphe de C dans h{V,V') telle que: 

yxeC , F{x+\)Ai{x)=A\{x)F (x) et F {x + i)A'^{x) = A^ {x)F (x) . 

Le fibré est plat si, à isomorphisme près, on peut supposer que Ai et ne dépendent pas 
de x: G g LiV). La condition de cocycle dit alors que ces deux matrices commutent. La 

représentation de 7ii(£') = At: associée à ^a par la correspondance de Weil est celle définie par 
1 1-^ Al et X I— > At;. 

Fibrés sur Q* /q^. Pour trivialiser le fibré f sur £" , il n' est cependant pas nécessaire de le relever 
au revêtement universel C. Ce revêtement se factorise en C ^ C/Z C/A^. Or, l'application 
X I— > z = e^^'" permet d'identifier C/Z à la surface de Riemann ouverte C*. La même application 
permet d'identifier £ = C/A^ à = C*/g^, où ç = e^'"^""^ est un nombre complexe arbitraire de 
module \q\ > 1. On peut alors relever le fibré f sur en un fibré sur C* par le revêtement 
C* Eç. L'intérêt de cette opération est que tout fibré vectoriel holomorphe sur une surface de 
Riemann ouverte {i.e. non compacte) est trivial ([ 15], théorème 3 p. 184). 

Le formalisme des fibrés équivariants décrit à la section [T. 1 . 1 1 s' applique alors tout aussi bien 
ici. Nous partirons donc maintenant de la description "de Jacobi" (ou "de Tate") des courbes el- 
liptiques pour fixer nos notations. Soit q un complexe de module \q\ > 1. Soit E^ = C* /q^. On 
note 71 la projection canonique C* E^. C'est un revêtement, dont le groupe Aut(C*/Eç) est q^ 
agissant sur C* en tant que sous-groupe. 



priori, la surface de riemann E devrait être appelée "tore complexe", mais l'on sait que c'est essentiellement la 
même chose qu'une courbe elliptique. 
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Tout fibré jF sur se relève par 71 en un fibré trivial J =C* xV muni d'une action équivariante 
de q^, autrement dit, d'une application holomorphe (en la seconde variable) A:q^xC*^ÇL (V). 
Celle-ci satisfait la condition de cocycle suivante: 

Vm,« G Z , Vz G C* , A{q'"+'\z) = Aiq"" ,q"z)A{q" ,z). 

Il est aisé de voir que la donnée de A{q,z) détermine A. Notant abusivement A{z) = A{q,z), on 
trouve que l'on a, pour n > 1: A(^",z) =A{q"^^z) • • •A(z); et, pour n < —1 ... une formule laissée 
en exercice au lecteur ! Ainsi, il revient au même de se donner un cocycle A ou une application 
holomorphe A : C* ^ g L (V); et une telle fonction matricielle A définit un fibré !Fa sur Eg. Ce 
dernier peut être construit géométriquement ainsi: 

C*xV ^ C* 
!Fa = >Eg = —, 

OÙ les relations d'équivalences sont définies par {z,X) ~a {qz,A{z)X) et z ~ qz. Une section de 
!Fa sur l'ouvert V C E^ s'identifie à une solution holomorphe sur n^^{V) de V équation aux q- 
différences: 

X{qz)=A{z)X{z). 

Soient A : C* ^ g LiV), A' : C* ^ g L{y') deux telles applications holomorphes et jT = ^a, 
f ' = fA< les fibrés sur E^ associés. Un morphisme de f dans f ' est représenté par une application 
holomorphe F : C* ^ V) telle que: 

VzGC* , F{qz)A{z) =A'iz)F{z). 

Par exemple, si l'on note \ le fibré en droites trivial 0, provenant de la fonction constante 1 de C* 
dans C* = g l{C), on voit que les morphismes de j_ dans ^ s'identifient aux sections de ^ . 

Remarque. Si l'on relève le fibré !F sur E^ d'abord à C* puis à C, on obtient successivement 
C* X V, (muni d'une fonction matricielle A (z) sur C*), et C x V. Ainsi, le fibré trivial équivariant 
sur C décrit plus haut à l'aide des fonctions matricielles Ai et At; sur C, peut-il toujours être réalisé 
en prenant Ai(x) = Idy et A^{x) = A(e^""). Pour être précis, parmi toutes les trivialisations de 
l'image réciproque de sur C, l'une au moins est munie d'une action équivariante de cette na- 
ture. Cette propriété, qui traduit la trivialité des fibrés holomorphes sur C*, équivaut à la suivante: 
la fonction matricielle Ai étant donnée, l'équation fonctionnelle X{x + l) = Ai (x)X(x) admet une 
solution fondamentale (c'est-à-dire une solution à valeurs dans g l{V)) holomorphe. 
Si l'on se restreint aux fibrés plats, on en déduit (correspondance de Weil) que toute représentation 
de ~ Z + Zx est équivalente à une représentation triviale sur le premier facteur. C'est évidemment 
faux pour l'équivalence habituelle des représentations, mais c'est vrai au sens de l'équivalence 
"équivaiiante" décrite à la fin de la section [T. 1.11 

^La notation J_ désigne l'objet unité, c'est à dire le neutre pour le produit tensoriel, dans une "catégorie taimakienne". 
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Relations avec la théorie classique des équations fonctionnelles. Comme on l'a vu, les sec- 
tions de s'identifient aux solutions de V équation aux q-dijférences: X{qz.) = A{z)X{z)- Il y a 
cependant une différence notable avec la théorie classique des équations fonctionnelles (|[3]|. |[6ll. 
liT3l . |[23l . OtI ): ici, la matrice A{z) est holomorphe sur C*, et même régulière. Le. son inverse 
A^^ est aussi holomorphe; alors que dans la théorie classique, la matrice A{z) est rationnelle (et 
inversible). Ainsi: 

• Pour ramener la théorie classique à celle des fibrés, il faut se débarrasser des pôles de A et 
deA-i. 

• Pour ramener la théorie des fibrés sur Eq à la théorie classique des équations aux ^-différences, 
il faut dompter la sauvagerie des équations (et des solutions) en et en oo. 

Comme on le verra (section l2.1.1l) . la théorie fuchsienne vient naturellement se placer à l'intersection 
des deux points de vue. 

Le cas des équations aux différences. Dans le cas des équations aux (7-différences, le corps 
des constantes de la théorie (solutions méromorphes sur C* de l'équation triviale f{qz) = f{z)) 
s'identifie au corps des fonctions elliptiques M (E^), corps des fonctions méromorphes sur la sur- 
face de Riemann compacte E^; celle-ci s'identifie à une courbe algébrique (courbe elliptique) et 
M (Eg) à un corps de fonctions algébriques; plus généralement, les fibrés vectoriels holomorphes 
sont algébriques ([38 1). 

La théorie des équations aux différences X{z+ 1) =A{z)X{z) se prête également au point de 
vue des fibrés, mais c'est plus compliqué. En effet, la surface de Riemann appropriée est ici 
E = C/Z ~ C*, mais celle-ci n'est pas compacte. Le corps des constantes de la théorie (solutions 
méromorphes sur C de l'équation triviale f{z+ 1) = f{z)) est "très gros". Il faut donc artificielle- 
ment imposer des conditions de croissance aux solutions pour les maîtriser. Au fond, le cas des 
équations aux différences est une dégénérescence du cas des équations aux «/-différences. C'est 
parce que l'opérateur de translation z^ z+l n'a qu'un point fixe sur la sphère de Riemann, alors 
que l'opérateur de dilatation z ^ qz en a. deux. Anne Duval (0, voir aussi ||8 |) a étudié la con- 
fluence de ces deux points fixes en un seul et ses conséquences sur les liens entre les deux types 
d'équations. 

1.2 Conventions générales 

Dans tout l'article, nous fixerons un nombre complexe ^ G C de module |^| > 1. Nous noterons 
Eq la courbe elliptique C* / q^ et % : C* —>■ E^ la projection canonique. L'image dans E^ de a G C* 
sera notée cl. La spirale logarithmique discrète K^^(â) = aq^ sera notée [a;q]. On écrira alors 
[a,b;q] = [a;q] U [b;q], etc. 
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L'opérateur de dilatation qz de la sphère de Riemann S induit un automorphisme a g sur 
de nombreux anneaux ou corps de fonctions, par la formule {Oqf){z) = f{qz) (cette notation 
s'étend naturellement à des vecteurs ou des matrices de fonctions). Les principaux corps d'intérêt 
sont C(z) (fonctions rationnelles), C({z}) (germes méromorphes en 0), C((z)) (séries de Laurent 
formelles) et M (C*) (fonctions méromorphes sur C*). Plus généralement, le corps des fonctions 
méromorphes (resp. l'anneau des fonctions holomorphes) sur une surface de Riemann E est noté 
M (E) (resp. 0{E)). 

1.2.1 Fonctions 

Les fonctions méromorphes sur E = C/(Z + Zx) s'identifient aux fonctions méromorphes sur C 
admettant le réseau de périodes Z + Zx: c'est la description classique du corps fW {E) des fonc- 
tions elhptiques. Les fonctions méromorphes sur = C* /q^ s'identifient de même aux fonc- 
tions méromorphes sur C* invariantes par Oq, ce qui donne la description loxodromique du corps 
M (Eç) = M (C*)"'' des fonctions elliptiques: si ^ = e^'"^^, il s'agit des mêmes fonctions et des 
mêmes corps. Toute fonction elliptique f M (E^) non triviale admet un diviseur des zéros et des 
pôles sur Eç, noté divE^(/). En tant que fonction ^-invariante sur C*, elle admet également un 
diviseur sur C*, noté divc'(/). 

La théorie classique des fibrés en droites (ou des diviseurs) sur £ = C/ (Z + Zx) est la théorie 
des fonctions Thêta de la forme 0(x,;c) ( lfÏ9l ): par trivialisation sur le revêtement universel C, 
on identifie les sections d'un tel fibré comme des fonctions sur C. La trivialisation sur C* fait de 
même apparaître les fonctions Thêta de Jacobi. Nous utiliserons principalement la fonction: 

neZ 

Cette fonction, qui est holomorphe sur C* y admet la factorisation {formule du triple produit de 
Jacobi): 

n>l n>l n>0 

Ses zéros sont donc les points de [— l;g], comptés avec multiplicité 1. Comme elle n'a pas de 
pôles, son diviseur sur C* est: 

dive(e,)= I [a]. 

ae[-l;q] 

La fonction 6^^ vérifie l'équation fonctionnelle: 

C'est donc une section du fibré en droite ^(^). En tant que section, elle admet un diviseur sur E^: 

divE,(e,) = R]; 
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autrement dit, bien que ses valeurs sur ne soient pas définies, elle y admet le zéro simple —1 et 
pas de pôles. Nous noterons, pour a G C*: 

QqAz)=%{z/a). 

Z 

C'est une fonction holomorphe sur C*, qui y vérifie l'équation aux ^-différences OaQaa = -Qga 

a 

(c'est donc une section de f{zla)) et l'on a: divE,(6^) = [— aj. Elle permet de construire les q- 
caractères: 

^1,a — Q 

On a Oqeq^a = eq,a (c'cst douc unc section de !F[a)) et divE,(eg,a) = [—1] — [— aj. 
1.2.2 Modules aux (^-différences 

Soit K l'un de nos corps de fonctions, muni de l'automorphisme Oq. Notre objet est l'étude des 
équations aux q-dijférences: 

(1) OqX=AX, AegL^{K). 

Les cas d'intérêt sont ceux des corps C(z) et C({z}). Pour avoir un bon formalisme algébrique, 
on définit un anneau de polynômes de Laurent non commutatifs: 

'Dq^K=K{0,0-^), 

par la règle de (non-)commutation: az = qzo. Nous noterons DiffMod{K,Oq) la catégorie des 
®ç /f-modules à gauche de longueur finie. 

Un objet de DiffMod {K,Oq) peut se réaliser sous la forme M = (V,<î>) où V est un i^-espace 
vectoriel de dimension finie et <î> un automorphisme a^-linéaire, c'est-à-dire tel que <Î>(Ajc) = 
Oq{'k)^{x) (l'action de a sur M est alors celle de <î>). Après choix d'une base, on peut même écrire 
M = Ma = {K",(È>a), où (È>a{X) =A-\OqX) pour une matrice A G ÇL^^{K). Si A G gL^{K) et 
B G g L p{K), un morphisme de A dans B est une matrice F G Matp „ {K) telle que: 

(2) {OqF)A = BF. 

Si par exemple F est un isomorphisme, alors on a la formule de transformation de jauge: 

B = F[A] = {(5qF)AF-\ 

Lorsque par exemple K = C(z), on retrouve l'équivalence rationnelle des équations aux ^-différences, 
étudiée par Birkhoff. Par ailleurs, Dif fMod{K,(5q) est une catégorie abélienne que l'on peut mu- 
nir de constructions tensorielles (par exemple |[23l ou 1251), et il n'est pas très difficile de vérifier 
que c'est une catégorie tannakienne ([4]). En particulier, outre le produit tensoriel, les construc- 
tions suivantes sont disponibles. 
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1. Hom interne: siM = (V,<î>) etN = {W,W) sont deux modules, alors L/f(V,W) munide/i— > 
»Po/o<î>"' est le module noté Hom (M,N). On a une adjonction: Hom (M, Hom (M\M") ) = 
Hom{M®M\M"). 

2. Objet unité: c'est le module J_ = M(i) = {K,Oq), qui modélise l'équation triviale Oqf = /. 
Il est neutre pour le produit tensoriel et l'on a Hom (l,M) = M. 

3. Dual: c'est M"^ = Hom (M,\). SiM= (/^",<Î>a), on peut le décrire comme = (/<:", <Î>av), 
où A"^ ='A-K 

4. Foncteur des sections: r(M) = Hom{]_,M) s'identifie au A'^^'? -espace vectoriel des points 
fixes de M = (V,<î>) (les X eV tels que <Î>(X) = X). Par exemple r{MA) est l'espace des 
solutions de O dans K. Le foncteur F est exact à gauche. Son premier foncteur dérivé est 
r\M)=Ext{l,M). 

Notons, pour un usage futur, les identifications naturelles suivantes: Hom (M,N) = (g) et par 
conséquent: Hom{M ,N) = F(M^ Ç^N). Par un argument d'algèbre homologique, on en déduit 
Ext{M,N) = F^(M'^ ®N). Les Ext"{M,N) pour n>2 sont nuls, car 'D^^k est euclidien à gauche. 

Les objets de DiffMod{C{z),Og), DiffMod{C{{z}),Og) et DiffMod{C{(z)),Og) sont ap- 
pelés modules aux q-dijférences. Dans la pratique, on ne distingue pas toujours le module Ma, 
l'équation ^ et la matrice A. Nous étudierons de près des foncteurs fibres sur ces trois catégories. 
La première ("cas global") est a priori notre catégorie d'intérêt, mais l'étude locale préliminaire 
conduit à examiner D///Moûf {C{{z}),Oq) ("cas local analytique") etDiffMod {C{{z)),Og) ("cas 
formel"). 

Contrairement à ce qui se fait pour les équations différentielles, ni la classification ni la théorie 
de Galois ne reposent fortement sur l'étude des solutions. La raison est essentiellement celle-ci. 
Pour construire une solution matricielle fondamentale X de l'équation ([U, il faut un assez gros 
corps de fonctions, mettons M (C*). Les solutions vectorielles sont alors les X = XC, où le vecteur 
colonne C a ses coefficients dans le corps des constantes fW (C*) '' = !M (E^): c'est un trop gros 
corps des constantes (en théorie de Galois différentielle, le corps des constantes qui fournit les 
invariants de classification est C). Ces raisons et la stratégie qui en découle ont été détaillées dans 
ll33l . ||26]| et | [24| . Si l'on ne tient pas à une théorie qui fournisse des invariants transcendants, alors 
l'approche algébrique de van der Put et Singer dans 1231 est appropriée. 

2 Constructions locales 

2.1 Construction géométrique générale 

Nous noterons désormais e'"-' = DiffMod{Q{{z}),Oq) la catégorie des modules (ou équations) 
aux q différences sur C({z}). Soit A(z) G g L^^{C{{z})). SoitD un disque épointé en son centre 
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tel que A G g L^{0{D)), i.e. A et A^^ sont holomorphes sur D. Sur le fibré trivial DxC" (resp., sur 
sa base D), on définit une action partielle de par l'action de son générateur: ^ {qz,A{z)X) 
(resp. z ^ qz)- (Il reviendrait donc au même de considérer l'action du semi-groupe q^^.) Via la 
projection D x C" D, ces actions sont compatibles. On a donc une relation d'équivalence ~a 
sur DxC" (resp. ~ sur D) engendrée par les relations (z,X) ~a {<1Z,A{z)X) (resp. z ~ qz)- On en 
déduit, par passage au quotient, un diagramme commutatif: 

D X C" — ^ D 



DxC D 

!Fa = > = - 

Il est en effet bien évident que le quotient de la surface de Riemann D par ~ est bien la courbe 
elliptique E^^. La seule nouveauté ici, par rapport au formalisme général de l'introduction, est que 
la projection 71 : D — > n'est plus un revêtement, c'est seulement un isomorphisme local. La 
ligne du bas décrit un fibré vectoriel holomorphe sur E^, et la plus grande partie du discours 
des sections 11. 1.11 et 11.1.21 se transpose ici. On peut décrire le fibré ^Ta en termes de cocycles, 
comme dans [16|: c'est fait dans [12]. Voici la description du faisceau des sections. Soit V un 
ouvert de E^. Alors l'espace des sections de ^Fa sur V est: 

(3) r{V, !FA)={Xe0{n-\V)nDY\yz£n-\V)nq-^D, X{qz) =A{z)X{z)]. 

(La condition z G q^D équivaut à z G D A G D.) On peut vérifier directement que ce faisceau 
est localement libre sur E^ (ËÔl, HVÏX ). 

Si l'on remplace D par D' C D, on obtient un fibré et, pour tout ouvert V de E^, un mor- 
phisme canonique de restriction TiV, ^a) r(^5 fi) ^^''^^ facile de vérifier qu'il est bijectif. 
Ainsi, le fibré fA ne dépend pas du choix particulier du disque D. Ce dernier peut d'ailleurs 
être remplacé par un disque épointé topologique. Dans Q, il faut alors remplacer la condition 
z£%-\v)r^q-^D par la condition zGTl ^{y)r\q ^DHD. Puisque notre construction ne dépend 
que du germe {D,0) de disque épointé D au voisinage de 0, nous noterons plus intrinsèquement: 

(D,0)xC" (D,0) 

!Fa = > I^q = 

On obtient ainsi un foncteur A ^ ^Fa de E = DiffMod (C({z}) , CTg) dans la catégorie des 
fibrés vectoriels holomorphes sur E^. Les propriétés (faciles) suivantes sont alors essentielles pour 
la théorie de Galois: ce foncteur est exact, fidèle et ® -compatible. Dans la terminologie de ||4]|, 
on dit que c'est un foncteur fibre de E sur E^. Il permet de construire des familles de foncteurs 
fibres sur C, respectivement indexées par E„ et par C*: voir [ 24l et ||251 . 
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D'un point de vue purement fonctoriel, nous verrons que le fonteur A ^Ta est essentiellement 
surjectif; mais cela ne sert à rien, car il n'est pas pleinement fidèle. Par exemple, il peut associer 
des fibrés isomorphes à des modules qui ne le sont pas (voir un exemple section I2.3.3I) . Cette 
question sera abordée à la la section ITT21 

Pratiquement, le problème se présente ainsi. Soient A € g L ^j{C{{z})) et B £ g L p{C{{z})) 
les matrices de deux objets Ma, Mb de E^"'. Soit (|) : ^Fa — > iFs un morphisme. D'après les 
généralités de l'introduction, on peut décrire (|) comme une application holomorphe F de D dans 
Matp^„(C) qui satisfait l'équation Q. Pour en faire un morphisme dans il faudrait le pro- 
longer méromorphiquement en 0. Mais on ne sait (en général) rien du mode de croissance de F 
en 0. 



Exemples. 

1. Un morphisme de ^(j) dans ^(^.j s'identifie à une fonction holomorphe / : C* — > C telle que 
f{qz) = zf{z), autrement dit, à une section holomorphe de f{^,y (Ainsi, se comporte comme 
l'objet unité 1_ décrit en ll.2.2n Par exemple, 6^ réalise un tel morphisme, et il a une singularité 
essentielle en 0. D'ailleurs, il n'existe aucun morphisme non trivial de 1 = M(i) dans en 
effet, ce serait une série de Laurent / G C({z}) telle que Oqf = zf, ce qui implique / = 0. (Cela 
reste vrai dans DiffMod {C{{z)),Oq).) 

2. Soient A = et f = . Alors F réalise un automorphisme de !Fa, qui ne provient 
pas d'un automorphisme de Ma- 

3. Soit A = ^ . Nous verrons en l2.3.3l que ^Ta est somme de deux fibrés en droites de degré 
1, alors que Ma est indécomposable. 

Remarques. 

1. Le fibré ^Ta défini à partir du quotient de D x C" se relève par 7i : C* ^ en un fibré trivial 
sur C* (section Pl. 1.21 ). Il est donc de la forme !Fa', où A' est holomorphe de C* dans g L^^{C). 
Le fait qu'il s'agisse de deux relèvements du même fibré signifie qu'il existe F : D ^ g L^{C) 
holomorphe tel que {OqF)A = A' F. Les matrices A et A' sont holomorphiquement équivalentes 
sur D, mais A se prolonge méromorphiquement en alors que A' se prolonge holomorphiquement 
àC*. 

2. Tout fibré sur une surface de Riemann compacte est méromorphiquement trivial ( lfÏ6l . p. 103)S 
Il existe donc F : D g L ^^{C) méromorphe tel que A = F [/„] : F est donc une solution matricielle 
fondamentale méromorphe de (C'est en substance l'argument de Praagman dans EOll .') 



^Gunning l'affirme en général, en faisant référence à la page 43 où c'est prouvé seulement pour la droite projective; 
en fait, la démonstration s'adapte sans problème. 
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2.1.1 Équations fuchsiennes 

Nous dirons que le module M de e'°) ou DiffMod{Q{{z)),Oq) est fuchsien s'il est de la forme 
Ma, où A(0) e g Lj^{C). De même, ?,iK = C({z}) ou C((z)), l'équation ([T]) est dite fuchsienne si 
elle est équivalente à une équation de matrice B telle que B(0) G g L^^{Q). Dans le cas d'un module 
de Dif fMod {C{z) ,Oq) ou d'une équation à coefficients dans C(z), considérés via le plongement 
C(z) ^ C({z}), on dit fuchsien(ne) en 0. Cette propriété équivaut à des conditions de croissance 
des solutions ( |[37l ) ou de polygone de Newton (section 12.2. 11) . Pour une caractérisation plus in- 
trinsèque, en termes de "réseau stable", voir ll23l . |[5l . 

Un lemme clé dit alors que toute équation fuchsienne est localement équivalente à une équation 
à coefficients constants, autrement dit, il existe A'") € g L^{C) et F € g L^{Q.{{z})) tels que 
A = F [a(")] . Comme dans le cas des équations différentielles, se lemme se prouve en deux 
étapes: élimination des résonnances à l'aide de transformations de shearing; détermination d'un 
unique F formel tangent à l'identité, et preuve de convergence. 

La catégorie E J'^ des équations fuchsiennes en est, par définition, la sous-catégorie pleine 
de E^") formée des objets fuchsiens. (En fait, on constate a posteriori que l'on peut aussi bien 
partir de Dif fMod {C{z),Oq) ou de Dif fMod {C{{z)) ,Oq).) C'est une sous-catégorie tannaki- 
enne de E (elle est stable par toutes les opérations linéaires). La sous-catégorie pleine formée 
des équations à coefficients constants est également une sous-catégorie tannakienne, que nous 
noterons îP. Il découle du lemme-clé que l'inclusion "P ^ "E^P est une équivalence de catégories. 

Pour tout objet Ma de T défini par A G g L^{C),\t fibré admet la construction simplifiée: 

_ C* X C" 

~ (z,X) ~ {qz,AX) ■ 

C'est donc un fibré plat. 

Théorème 2.1 ( II33II ) Le fondeur A ^ !Fa de V dans la catégorie Fibp(Eq) des fibré s plats sur 
est une équivalence de catégories tannakiennes. 

Démonstration. - Soit (j) : ^Ta — > iTs, représenté par une matrice F holomorphe sur C* et telle que 
{OqF)A = BF. On a donc F{qz) = BF{z)A^^, d'où l'on déduit facilement que F a une croissance 
modérée en 0, donc un prolongement méromorphe, d'où la pleine fidélité. (En fait, il n'est pas très 
difficile de voir que F est à coefficients dans C[z,z^^], cf. 1331 .) 

Pour l'essentielle surjectivité, on part d'un fibré plat défini par la représentation telle que 1 Ai, 
T ^ Ax. Les matrices Al et A^ commutent. Il existe donc un logarithme 2i7iB de Ai qui commute 
avec Al et Ai;. En posant G{x) = ^21^^^ ^^^^^ q(^x+1) = AiG(x) et G(x + x)A = Ai;G(x), où 
A = A^Aj"^. Le fibré est donc isomorphe à ^Ta. □ 
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Au fibré plat ^Fa est associée par la correspondance de Weil la représentation de 7li(Eg) = 
Z + Zx définie par 1 /„, x ^ A. Le théorème dit que toute représentation de 7li(Eg) est 
équivalente (dans ce sens étendu) à une représentation de cette forme. La catégorie Fibp{Eq) (dont 
les morphismes sont tous les morphismes de fibrés vectoriels holomorphes) est donc équivalente 
à la catégorie dont les objets sont les représentations du groupe Aut(C*/Eç) = ~ Z, et les 

morphismes sont les morphismes équivariants de la section ll.l.ll La catégorie E est donc 
équivalente à la catégorie Rep^^ (Z) obtenue en épaississant la catégorie Rep{Z) des représentations 
(complexes de dimension finie) de Z. Dans [33] (et, par une autre voie, dans [2|) on en déduit la 
description du groupe de Galois de e]-"'- L'action de ce groupe de Galois est explicitée dans |[24l 
et EU. 

2.1.2 Quelques exemples de rang 1 

Un module de rang 1 dans E^") est de la forme M(a), où a G C{{z})* ■ Écrivons a = aoz^u, où 
ao G C*, /7 = vo(a) G Z (valuation z-adique de a) et m = 1 + u\z H Pour construire des solu- 
tions, on apphque la section [mi 

L'équation Oqf = uf admet la solution régulière v{z) = H u{q~'^z)- Il revient au même de 

n>l 

dire que v : (1) ^ (m) est une équivalence analytique, ou que v : J_ ^ M(„) est un isomorphisme. 
Le fibré ir(„) est donc isomorphe au fibré en droites trivial ]_ = 

L'équation a^/ = z^/ admet la solution 6^. Le module M(^,,) est isomorphe à M®^, puissance 
tensorielle /j'^de M{^,y (Comme tout module de rang 1, il admet son dual comme inverse pour ®, 
ses puissances tensorielles négatives sont donc définies.) Le fibré associé est ^(^^^ ~ -^i^)' ^^^^ 
une section est 6^, de diviseur divE^9g = !]• 

L'équation fuchsienne scalaire Oqf = aof admet pour solution le ^-caractère e^^ao, qui est une 
section du fibré plat jFao- Comme divE, (^^,00) = ~ [— «oj, le degré de ce fibré est 0. (Le lecteur 
remarquera que, si uq ÇLq^, le degré est nul et le module et le fibré sont en fait triviaux.) 

Le module M(q) (resp. le fibré ir(a) associé) est isomorphe au produit tensoriel de ces trois 
modules (resp. de ces trois fibrés). Le degré de ^T^^) est donc ^. Sa pente (quotient du degré par le 
rang, cf. BÔII ) est donc n. 
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2.2 Équations irrégulières 
2.2.1 Polygone de Newton 

On montre que tout module aux (7-différences sur K = C(z), C({z}) ou C((z)) peut se mettre sous 
la forme M = 'Dq x/'Dq^KP ("lemme du vecteur cyclique" et euclidianité à gauche de Dq^K)- On 

peut prendre P sous la forme a„a" ^ hao^ où aoa„ 7^ 0. Notons vo(a) la valuation z-adique de 

a G À'. La frontière de l'enveloppe convexe de {{ij) G N x Z | < / < « et 7 > vo{aj)} est formée 

de deux demi-droites verticales et de k vecteurs (ri , ),..., (r,t , t/jt) G N* x Z. Notant fji = — & Q, 

on indexe ces vecteurs de gauche à droite, de sorte que fJi < ■ ■ ■ < f^k- On prouve que les pentes^ 
et leurs multiplicités ri ne dépendent que de M. 



Exemples. 

1. Soit L = a — aoùaG C({z})*. L'équation Lf = 0, c'est-à-dire Oqf = af, est modélisée par le 
module M(a)» dont on peut démontrer qu'il est isomorphe à fçjf/fçjfL^, où = ao— 1. Les 
pentes de M(^,) se calculent avec L^: l'unique pente est ^ = vo(fl). Le fibré J^^) est de rang 1 et de 
degré ^ (section |2. 1.21) . donc de pente ^i. 

2. Soit L = qzo^ — (1 +z)a+ 1 = (a— 1)(zct— 1). L'équation Lf est intéressante, parce qu'elle 
est satisfaite par la série de Tschakalojf ^ ^"("^0/22"^ qui est un ^-analogue de la série d'Euler. 



On en fait une équation vectorielle de type ([T]) en posant (par exemple) X = ^ ^ ^ fj 

A = ( ^ 1. Le module Ma est isomorphe à à ®^jf/©^jfL^, où = (a — z)(cf — 1) = 

— (1 +z)cT + z. Ses pentes sont —1 et 0. La forme triangulaire de la matrice indique qu'il y a 
une suite exacte: ^(7 ') — ^ — > ^(i) 0, où l'inclusion a pour matrice et la pro- 
jection (0 1) . Il y a donc également une suite exacte de fibrés: — > iF(^-i) — > — > — > 0. 

La donnée du polygone de Newton Nm de M équivaut à celle de la fonction de Q dans N 
telle que ^ r, et qui est nulle par ailleurs. Selon [34], le polygone de Newton est additif pour 
les suites exactes, multiplicatif pour le produit tensoriel et tel que rM^du) = rM{—fj)- Ces règles 
sont assez différentes de celles qui régissent les équations différentielles. 

Nous dirons qu'un module est pur isocline s'il admet une seule pente et pur s'il est somme 
directe de modules purs isoclines Q Les modules fuchsiens sont les modules purs isoclines de 



^Depuis 1241 . 1251 . nous avons adopté pour les pentes une convention opposée à celle qui prévalait dans 1341 . 1261 . 

OU 

^Nous avons adopté cette terminologie depuis 1241 . 1251 (anciens termes: "pur", et "modérément irrégulier"; nos 
modules purs sont les "split modules" de 1221 '). 
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pente 0. 



2.2.2 Filtration par les pentes 

Théorème 2.2 ( II34I ) (i) Tout module de E^*^^ ou DiffMod (C((z)),a^) admet une unique filtra- 
tion croissante (M<^,)^gQ telle que les quotients M(^^-j = M<^/M<^ sont purs de pente fj. (Le rang 
de M(^) est donc rM{n)-) 

(ii) la filtration est strictement fonctorielle: le fondeur gradué associé: M ^ grM = M(^) est 
exact. Il est de plus fidèle et (^-compatible. 

(iii) Dans DiffMod {C{{z)),Oq), le fondeur gr est isomorphe aufoncteur identité. 

En termes d'opérateurs, ce théorème dit que, pour K = C({z}), tout L G Dq^K admet une 
factorisation L = L\---Lk où les L,- sont purs de pentes < ■■■ < /Uk. Pour K = C((z)), une 
telle factorisation est possible avec un ordre des pentes arbitraires. En termes de matrices, toute 
A € g L ^{C{{z})) peut se mettre sous la forme triangulaire supérieure par blocs: 

Ml \ 

UiJ •■• 

A= , 

... 

\o ... ... aJ 

où chaque A,- est pure de pente jUj. Si A G g L^{C{{z))), on peut prendre les Uij = 0. 

Exemple. Soit L = qzo^ — (1 +z)a+ 1, dont les pentes sont et —1. L'existence analytique de la 
filtration vient de la factorisation analytique L = (a — l)(z<J — 1) (qui remonte à Adams, Birkhoff 
et Guenther). L'opérateur dual se factorise: = (a — z)(a — 1), d'où une suite exacte pour le 
module associé M = 'D^ k / : 

^ 'Dq^K/'Dq,K{0-z) >M > (a - 1 ) ^ 0. 

fz-^ z-^\ 

C'est cette suite exacte qui permet de construire la forme triangulaire A = ( ^ ^ j obtenue 

page [T6l En effet, le module !D^jf/!Dçjf(a — z) se décrit également comme (C({z}),<î>^-i ), et 
correspond donc à la matrice (z~^) S g L ^^{C{{z})). De même, 'Dq K/Dq — 1) correspond à 

{i)egL,{C{{z})). 

Corollaire 2.3 Lefibré Ja muni d'une filtration Ji C ■■ ■ C !Fk telle que chaque Ti/ Ji-\ est le 
fibré associé à une équation pure de pente fij. 

Remarque. En fait, sous cette forme, l'énoncé ci-dessus est presque vide. Selon le théorème 
10, p. 63 de 1,16,1 . tout fibré sur peut être décrit par une matrice triangulaire supérieure 
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(sans blocs). Avec les calculs de la section I2.1.2I on peut obtenir des termes diagonaux de la 
forme a,z'^' (a,- G C*, di G Z). De plus, chaque fois que / < j et > dj, on peut permuter les 
deux termes diagonaux correspondants. En effet, cela se ramène à la constatation que l'équation 
ajz'^'Oqf — aiz'^'f = u admet, pour tout u G 0(C*), une solution / G 0(C*); et ce point est 
immédiat par identification des séries de Laurent. On obtient donc un résultat apparemment ana- 
logue au théorème mais plus fort pour les fibrés. Cependant, les exposants di qui apparaissent 
ici n'ont aucune signification intrinsèque en termes de fibrés. (Pour une mise en forme plus in- 
trisèque, voir la section 12331 ) 

À partir de ce théorème, deux voies distinctes ont été suivies. En supposant les pentes entières, 
on a une description simple des blocs purs A,- (section 12.31 ). On en tire, par voie transcendante, 
des conséquences pour la classification ( |[26l . |[35]| . section [3?T] ) et pour la théorie de Galois ( 112411 . 
Il25l . section [Tïll. 

Récemment, van der Put et Reversât ont élucidé la structure des modules purs dans le cas 

général (f2Tl). Dans le cas d'un module indécomposable de rang r et pente /^=— ,onaûfAr=let 

r 

la description est similaire à celle des fibrés indécomposables sur par Atiyah (Hl, IITtI ). qu'elle 
permet de retrouver de manière plus simple. L'extension des résultats de Ramis, Sauloy et Zhang 
au cas des pentes rationnelles à l'aide de |[22l ne semble pas avoir été faite. Elle devrait entraîner 
des complications algébriques, mais peut-être pas mettre en jeu d'idées analytiques nouvelles. 
Dans loc. cit. , van der Put et Reversât enrichissent de plus le fibré d'une connexion méromorphe, 
mais cela ne modifie pas le problème de la pleine fidélité. Nous proposerons une autre structure à 
la section l23!2l 

2.3 Équations irrégulières à pentes entières 
2.3.1 Description des équations à pentes entières 

Pour tout d G N*, la sous-catégorie pleine de E = DiffMod {C{{z}),Oq) formée des équations 

à pentes dans —Z est une sous-catégorie tannakienne. Pour J = 1, on obtient la catégorie e|°^ des 
d 

équations à pentes entières. La sous-catégorie pleine de e|°^ formée des équations pures à pentes 
entières en est encore une sous-catégorie tannakienne E^^' . 

Si M est pur (isocline) de pente G Z, alors Mj^. est fuchsien, donc de la forme Ma avec 

A G g L^^{C). On a donc M ~ M^tiA- On peut alors améliorer la forme triangulaire des matrices en 
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une forme standard: 



... \ 



... Ui 



(4) 



ij 







V ... ... z«aJ 



où les pentes /^i < • • • < /jjt sont entières, r,- G N*, A, G ^ (C) (/ = 1 , . . . , /c) (ces et r, constituent 
le polygone de Newton de A) et: 

U = {Uijh<i<j<ke n Mat,„,^(C({z})). 

l<(<;</t 

On peut même imposer aux Uij d'être polynomiaux (1261). 



Soit B une matrice à pentes entières décrite de manière similaire: blocs diagonaux z'''Bii, 
où Bji e gL^^{C) (/' = \,...,k') et surdiagonaux V,/./ G Matv.,,.vy (C({z})). La filtration étant 
fonctorielle, tout morphisme F : A —> 5 est triangulaire supérieur par blocs. Plus précisément, F 
admet une décomposition en blocs F,/ G Mat^ , ,..(C({z})), nuls pour / < /' et tels que, pour /' > /: 

(açF,v,)z^'A,-+ £ {o^Fi,^i)Ui^i=z'''Bi,Fi,^+ £ V,v_/F,,,-. 

i'<l<i i'<l<i 



2.3.2 Fibrés associés aux équations à pentes entières 

Pour tout module pur isocline M ~ M,fiA, le fibré est isomorphe à ^(^/i) ® Ja- Disons qu'un 
fibré est pur isocline de pente fj si c'est le produit tensoriel d'un fibré en droites de degré /n par un 
fibré plat. Il résulte du théorème 12.21 et de son corollaire que l'on peut associer à tout objet M de 
Ej°'' un fibré ^Fm muni d'une filtration à quotients purs isoclines f\(Z---<Zfk- 

Théorème 2.4 Le Joncteur M ^ {Fm, !Fi C ■ ■ ■ G !Fk) est exact, pleinement fidèle et ^-compatible. 

Démonstration. - Les objets de la catégorie d'arrivée sont les couples {f , (ir<^)^ez) formés d'un 
fibré et d'une filtration croissante par des sous-fibrés telle que les ir(^) = f<fi/J<fi sont des fibrés 
purs isoclines de pente /j. Les morphismes de cette catégorie sont les morphismes de fibrés (|) : — > 
qui respectent la filtration: ^{f<f_i) C f!^^. La structure tensorielle est définie en munissant 
y (g) J ' de la filtration: 

Le seul point nouveau dans l'énoncé du théorème est que ce foncteur est pleinement fidèle. Soient 
A, B des objets de Ej"' et (j) : ^Ta ^ ^Tb un morphisme. On écrit (|) sous la forme F G Matp^„ (0(C*)) 
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tel que {<JqF)A = BF. L'hypothèse sur le respect des filtrations dit que F est triangulaire par blocs 
au sens de la section précédente, et que ces blocs vérifient les mêmes équations que ceux des 
morphismes dans e|°'. Le lemme ci-dessous entraine alors, par récurrence, que F admet un 
prolongement méromorphe en 0. (La récurrence est amorcée par les blocs diagonaux de F qui se 
déduisent du cas fuchsien.) □ 

Lemme 2.5 Soient n<\, C ^ Q L ^{C), D£ g L ^{C) etU (^Mat,,r{C{{z})). Soit F £ Mat,^,-{0{C*)) 
tel que {(5qF){z^C) — {£'D)F = U. Alors F est méromorphe en 0. 

Démonstration. - On écrit le développement en série de Laurent: F = Y. FnZ"- On a donc: 

neZ 

q"^^Fn-f./C — DFn V = Un pour tout « G Z. Puisque U est méromorphe en 0, il existe donc «o tel 
que, pour n > no, on ait: q"F„ = DF„^C^, oii ô = V — /7 > 1. Si l'on n'a pas F„ = pour n <^0, 
alors Fn est de l'ordre de grandeur de q" lorsque « — > — oo, contredisant la convergence de la 
série de Laurent. □ 



2.3.3 Lien avec la filtration de Harder-Narasimhan 

La filtration introduite à la section précésente présente des ressemblances formelles avec la filtra- 
tion de Harder-Narasimhan ([40]), mais nous allons voir qu'elles ne sont pas liées. Cependant, il 
y a d'intrigantes questions de stabilité. Les calculs qui suivent sont en grande partie tirés de 1,1 2,1 . 



Une famille génériquement 



stable. Soit A„ = avec u G C({z}). D'après 1261, on 

/l A 

peut ramener A„ à la forme Ay avec v G C via un unique morphisme de la forme ( ^ i ) ' 
/ G C({z}), i.e. trivial sur les gradués associés. 

Soient maintenant m,v G C. D'après la fonctorialité de la filtration et ce que l'on sait sur les mor- 
phismes entre objets fuchsiens, tout morphisme de A„ dans A,, est de la forme ' ^ i ( ^ ^ 

a 
P 

/ a \ - 

solution formelle / = I v — — m I (|), où (|) est la série de Tschakaloff, et / n'est donc convergente 
ex 

que si V = -^u- Ainsi, Aj, n'est isomorphe à Av que si m = v = ou bien si m 7^ 0, v 7^ 0. Les A„, 

autrement dit, les extensions de (z) par (1) se répartissent en deux classes 0: scindée ou non. Dans 
le cas non scindé, A„ est de plus indécomposable (cela se déduit de la fonctorialité de la filtration 



\j\o py 

011 / G C({z}) et a, P G C*. Or, l'équation correspondante zOqf — f = v — —u admet pour seule 



^11 s'agit des classes d'isomorphie des modules qui sont des extensions de (z) par (1), et non des classes d'extension 
au sens habituel. Ces dernières forment l'espace Ext ((z), (1)), qui est de dimension 1 (f26|) et paramétré par u. 
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par les pentes). 

Discutons maintenant la stabilité du fibré jT^,, (IUl, BÔl ). Le degré de ^Fa,, est 1 (extension 
de iF(,) par iF(i)), son rang est 2, sa pente est donc -• Pour qu'il soit instable, il faut, et il suffit, 

qu'il admette un sous-fibré en droite de pente, donc de degré > -, donc > 1, autrement dit, qu'il 
admette une section méromorphe non triviale de degré > 1. Les sections méromorphes de !Fa„ 

s'identifient aux solutions méromorphes X = de l'équation a^X = A^X, i.e. du système: 

<yqf = f + Ug, 
(^qg = Zg. 

Le degré degX = degdivE,X de la section X se calcule ainsi: si /î G iW" (C*)* est telle que h^^X G 

def '' 

o(C*)^ ne s'annule en aucun point, alors divg X = divE,/î et degdivE X = degdivE, /i. Il est clair 

9 'I 1 'I 

que, si (|) est elliptique et non triviale, alors deg((|)X) = degX. 

Si g = 0, f est elliptique et, par hypothèse, non triviale, donc degX = deg/ = (ce cas correspond 
au sous-fibré ^^(i)). 

Si g 7^ 0, alors g = hQq, où h est elliptique et, quitte à diviser par h, on peut aussi bien supposer 
que g = Qq et Oqf — f = uQq. Dire que degX > 1 c'est dire que f et g ont un zéro commun, donc 
que / = Qqfi, où fi G o(C*). Mais alors zOqfi — f\ = u, qui n'a de solution dans o(C*) que si 
M = (on le voit en examinant les séries de Laurent). 

Nous avons donc une dichotomie: soit m = et A„ et sont scindés; soit m 7^ 0, et A„ est 
indécomposable et O^a,, est stable. Dans ce dernier cas, la filtration de Harder- Narasimhan de Ja,, 
est triviale, alors que celle induite par la filtration par les pentes de A„ ne l'est pas. 



Une famille semi-stable. Soit Au ~ 2 y ^^^'^ " ^ C({z}). D'après ||26]| . on peut ramener 

Au à la forme forme A,, avec v G C + Cz via un unique morphisme trivial sur les gradués associés. 
Nous supposerons donc d'emblée que m = mq + "iZ- Par un raisonnement similaire à celui du 
paragraphe précédent, on voit que la classe d'isomorphie de A„ détermine (mo,mi) G à un 
facteur près dans C*. De plus, si m / 0, l'objet Aj, est indécomposable. 

Le degré de fA„ est 2, sa pente est 1 . Si m = 0, ce fibré est scindé. On suppose désormais que 
M 7^ 0. On va voir que, dans ce cas, ^a,, est semi-stable et non stable: autrement dit, il admet des 
sections méromorphes de degré 1, mais pas plus. Une section méromorphe de jF^,, est (par les 
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identifications habituelles) de la forme X = ( 1 , où: 



<yqf = f + Ug, 



Si g = et / 7^ 0, degX = (cas du sous-fibré Si ^ 7^ 0, on se ramène au cas où g = 0-, on 
3^ et l'on doit avoir: z^Oq] 



écrit / = fi^l et l'on doit avoir: z^o^fi — f\ = u. Pour que degX > 1, il faut que f\ ait au pire 



un pôle simple sur E^, soit a, donc que l'on ait /i = — avec h G o(C*). On est donc ramené à 



h 

chercher a G C* et /î G o{C*) tels que azOqh — h = uQa- Par développement en série de Laurent 
h = T^hnZ", cette équation équivaut à: 



,-«(«- 1) ^ ^-2n 



V« G Z , aq^-^K-i -h„= («0-?""^"+^'/^ + uiaq-"^"-^^'^) a"", 

soit encore à: 

V« G Z , , - , ^" , = («09-"' +«ia^-"("-')) a-^\ 

q(n-\)(n-2)l2^n-\ qn(n-\)ll^n V / 

Il s'agit essentiellement d'une transformation de q-Borel (voir f26l et la section [ï!2l ). Par somma- 
tion et annulation télescopique, on voit immédiatement qu'une condition nécessaire est la nullité 
de: 

^u{a) := ^ [uoq^"' +u\aq' 

neZ 

Les mêmes majorations que dans |[35l . preuve du lemme 2.9, montrent que c'est une condition 

suffisante. 

On a sans peine: 

(t)(a) = uoQq2{qa^^) +uia^^Qq2{a^^). 

Notons que la condition posée, <^{a) = 0, est invariante par a <— qa, comme il se doit (c'est une 
condition sur le pôle a G E^). 

Si Mo = / Ml, on doit résoudre 6^2(0^^) = 0, ce qui donne a^^ G [— 1,<7^]. Les deux solutions 

dans Eç sont i et — i. De même, si mq / = mi, on résoud 6^2 (^a^^) = 0, donc a^^ G [—q,q'^], 

donc les deux solutions dans E^ sont et —-/—q (avec un choix arbitraire de racine carrée). 

Q„2{qa^'^) n 
Supposons mqMi 7^ 0. La fonction \|/(a) = — — ^ est ^-elliptique |_| et admet, dans E^, deux 

a 'e^2(a ^) 

Ml 

pôles simples et deux zéros simples. Elle prend donc chaque valeur — deux fois, et il y a encore 

Mo 

deux pôles a G E^ possibles. 

Si l'on a trouvé ôT 7^ ôj, les sections X\ et X2 correspondantes sont non proportionnelles. On peut 
en déduire que ^Ta,, est scindé dans ce cas (qui est générique). 



En tait, on a une lactonsation: Mlia) = — — — ^-^ — r 

aBq{-ia)Bq{ia) 
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3 Le phénomène de Stokes 



3.1 Classification d'équations irrégulières 



D'après la section [2.3. 1[ on peut représenter tout objet M de Ej"^ par une matrice A de la forme 
dH) page[Î9l Le gradué Mq = grM est alors décrit par la matrice: 



(5) 



Ao 



V 



\ 









... ... z'^'Aj 



De la dernière assertion du théorème 12.21 il découle alors qu'il existe une unique matrice, formelle, 
c'est-à-dire à coefficients dans C((z)): 



(6) 





... 

\0 ... ... /, 



telle que F[Ao] = A. Nous la noterons Fa G 0(C((z))), la notation désignant le sous-groupe 
algébrique unipotent de g correspondant au format ci-dessus. Plus généralement, si A' est 
aussi de la forme S, alors l'unique F £ (î5(C((z))) tel que F [A] =A' est F^^a' = Fa' {Fa) Les 
isomorphismes formels Fa, Faa' sont en général très divergents: les blocs Fj j tels que ^ij — = 
ô € N* sont en général de niveau q-Gevrey ô, autrement dit, leurs coefficients sont de la forme 

Y^fnZ" avec fn = pour un certain R>Q. 



Classification analytique isoformelle. Il s'agit de la classification analytique à classe formelle 
fixée (ou à gradué fixé, ce qui revient au même). On fixe un module pur Mo = P\_® • • • ®Pk dans 
E^'^j et l'on considère tous les couples (M, u), où M est un objet de e|*'^ et u : grM — > Mq un iso- 
morphisme. On dit que {M,u) ~ (A^,v) s'il existe un isomorphisme (|) : M ^A/^ tel que vo (gr(|)) = u 
(isomorphismes triviaux sur le gradué). Avec les notations vues plus haut, il n'est pas très difficile 
de voir que, si Mq est décrit par la matrice Ao de la forme alors un couple (M, u) est la même 
chose qu'une matrice A sous la forme Q et que, si (M, u) et (M', u') correspondent à A et A', alors 
ils sont équivalents si, et seulement si Fa a' G *5(C({z})). 

Il a été démontré dans ||26]| que l'ensemble (Mq) des classes pour cette relation est un espace 
affine de dimension irr(Mo) = Y, où l^s r,- proviennent du polygone de 

def l<i<j<k 
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Newton de Mq (et de tous les M de sa classe formelle) Il s'agit en fait d'un vrai schéma 
de modules pour ce problème. Une preuve consiste à vérifier que, dans chaque classe, il existe 
une unique matrice A en forme normale, c'est-à-dire en forme standard (HJl et telle que chaque 
Uij est à coefficients dans ^ Cz^. Cette forme normale est inspirée de Birkhoff et Guenther. 

Cependant, l'objectif de f26l est d'obtenir des invariants transcendants sous une forme ^-analogue 
aux théorèmes de Malgrange-Sibuya. Nous allons décrire l'un de ces résultats sous la forme moins 
puissante, mais plus simple, de |[35ll . 

Sommation de F^. Dans fÏ5\, on définit un sous-ensemble fini explicite de E^y, qui est, en 
général, de cardinal irr(Ao) (et moins dans certains cas "résonnants"). On prouve alors: 

Théorème 3.1 Pour tout c G Eg \ Haq, H existe un unique isomorphisme méromorphe F :Aq^ A 
tel que F G (C*)), dont les pôles sont situés sur la q-spirale discrète [—c;q] = —cq^ et tel 
que, pour 1 <i < j <k, les pôles de Fij ont une multiplicité < fjj —fJi- (Ce que l'on peut écrire: 
divEgFi j > —{fij —fÂi)[c].) Nous noterons ScFa cette matrice F. 

La description de r^o £t 1^ calcul de ScFa seront explicités dans un cas crucial à la section [ï!2l 
en vue de comparaison avec d'autres constructions intéressantes. 

Remarque. Le morphisme méromorphe S-^Fa induit un isomorphisme holomorphe du faisceau 
!fAo sur le faisceau J^a en restriction à l'ouvert E^ \ {c}. ces deux faisceaux sont donc localement 
isomorphes. Comme il est facile de prouver que ^Taq est un fibré, cela fournit une nouvelle preuve 
du fait que !Fa l'est également. En fait, cela montre que le fibré ^a s'obtient à partir du fibré !Fao 
par l'opération de cohomologie non-abélienne "torsion par un cocycle" (UJJ)- 

Nous considérons S-Fa comme une sommation de la série divergente Fa dans la direction 
c € Eç. Ce point de vue admet diverses justifications, dont celle-ci: selon la théorie asymptotique 
<7-Gevrey développée par Ramis et Zhang dans |29|, S-Fa est asymptote à Fa- 

Il est facile de déduire du théorème que, si A et A' sont sous la forme (H)) (avec même gradué 
Aq), alors ScFa' {ScFa) ^ est l'unique isomorphisme méromorphe de A dans A' satisfaisant aux 
mêmes conditions de polarité: il est donc légitime de le noter ScFaa'- On peut alors démontrer: 

Proposition 3.2 Soit c G E^ \ Z^o- Pour que A et A' soient dans la même classe analytique, il faut, 
et il suffit, que ScFa^a' n'ait pas de pôle sur [—c;q]. 

Naturellement, dans ce cas, Faa' est analytique et tous les ScFa^a' lui sont égaux. Ce qui est 
remarquable dans ce résultat, c'est que l'absence des pôles sur [—c;q\, qui a priori ne devrait 

'"Ce résultat est utilisé dans [21], mais attribué de manière erronnée à Ramis et Sauloy, et donné sans référence. 
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entrainer que l'holomorphie sur C*, suffit en fait à garantir la méromorphie en 0. L'argument est 
directement lié à celui qui a permis de prouver le théorème 12.11 

Opérateurs de Stokes. Classiquement, l'ambiguïté dans la sommation d'une solution diver- 
gente d'équation fonctionnelle est le phénomène de Stokes. Il se réalise ici sous la forme suivante. 
On prend deux directions de sommation autorisées c, J G \ et l'on pose: 

C'est donc un automorphisme méromorphe de Aq. Il est holomorphe sur l'ouvert Uc^d = C* \ 
[—c,—d;q] de C*. On peut aussi bien le considérer comme un automorphisme méromorphe du 
fibré Jaq» holomorphe sur l'ouvert V-^j = Eg \ {c,d} de E^. On a donc Uc^d = 7C~^ (^c^) • 

On définit le faisceau en groupes (non commutatifs) A/(Mo) comme suit; pour tout ouvert V 
de Eq-. 

r{V,A,{Mo)) = {Fe(Ô {0{%-\V))) I F[Ao] = Aq}. 

C'est le faisceau des automorphismes de Mq tangents à l'identité. La terminologie (empruntée au 
cas analogue des équations différentielles) est justifiée par le fait que, si F G r(y,A/(Mo)), alors 
F — In est plat près de sur V . En effet, tout bloc hors diagonal i^- y vérifie OqFij = z^' ^^jAjFi jAJ ^ , 

d'où l'on tire que 9^^ ^'Fij est à croissance modérée près de sur son ouvert de définition. On dit 
que Fij est t-plat, où t = fij — 

On a a donc: 

%^AGr(V-^,AKMo)). 

Notant Vc = Eq\ {c}, il est donc clair que l'on a défini un élément de l'ensemble (5J, A/(Mo)) 
des cocycles du faisceau en groupes A/ (Mo) associés au recouvrement 53 = (Vc) de E^ (Z^ (QJ, A/(Mo)) 
est bien un ensemble pointé, pas un groupe). Voici le théorème de type Malgrange-Sibuya an- 
noncé: 

Théorème 3.3 On obtient ainsi une bijection: 

j(Mo)~//i(E„A/(Mo)). 

Dévissage <7-Gevrey. On peut plagier le dévissage Gevrey de Ramis en un dévissage ^-Gevrey 
du faisceau A/(Mo) et de l'ensemble de cohomologie (E^, A/(Mo)). Tout d'abord, il s'agit d'un 
faisceau de groupes unipotents dont on peut facilement décrire le faisceau À/ des algèbres de Lie: 

r(V,À/(Mo)) = {F G g (0(7i-i(V))) I {a,F)Ao=AoF}. 
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Naturellement, g désigne l'algèbre de Lie de (S, définie par: 

F G Q{K)^In+F G (S(^) 4^exp(F) G Q5{K). 

On note Àj(Mo) le sous-faisceau en algèbres de Lie nilpotentes de 'kj{Mo) formé des éléments 
f-plats. On peut montrer qu'il s'agit des éléments dont les seuls blocs Fjj non nuls sont ceux tels 
que /Lij —iLii>t (donc triangulaires supérieurs par blocs, "assez loin" de la diagonale). 

Si l'on note de même }}i\Mq) le sous-faisceau formé des éléments dont les seuls blocs Fjj non 
nuls sont ceux tels que — jUj = t (donc ne comportant qu'une "surdiagonale par blocs"), on 
constate que X/(Mo) est graduée: 

Les X'j{Mq) forment la filtration correspondante par des idéaux: 

^/(M)) = 0^f'(Mo). 

t'>t 

Proposition 3.4 (i) Le faisceau X^'\Mo) est localement libre. C'est le fibré associé au module 
pur isocline: End {Mn)(_,y 

(ii) Le faisceau Xj{Mo) est localement libre. C'est le fibré associé au module pur: End (Mo) ^o. 

Rappelons que Hom désigne le Hom interne, End (Mo) n'est autre que le module Hom{Mo,Mo) 
(^ Hom (Pi,Pj) (où Mq = 0P,, chaque P,- étant pur isocline de pente pi). On a alors: End (Mn](t) = 
Hom{Pi,Pj). 

À la graduation de Xi{Mq) correspond une filtration de A/(M()) par les (faisceaux en) sous- 
groupes distingués: 

A^Mo) = 4 + mMo) = expXKMo). 

Le dévissage q-Gevrey du faisceau en groupes unipotents non commutatifs par des fibrés est donné 
par les suites exactes: 

(7) \^A'+' (Mo) ^ AKMo) ^ (Mo) ^ 0. 

Il y a aussi une suite d'extensions centrales: 

Ce sont ces suites qui permettent une preuve "élémentaire" du théorème 
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3.2 Calculs explicites d'invariants 

Puisque l'espace de modules f (Mo) est de dimension finie, on doit pouvoir déterminer des coor- 
données, i.e. un jeu complet d'invariants finis. Les irr(Mo) coefficients des polynômes Uij dans 
l'écriture en forme normale conviennent, mais ne sont pas très intéressants. 



On va détailler ici le cas d'un polygone de Newton à deux pentes. Trois types d'invariants 
se présentent. Le premier est fourni par la transformation de ^-Borel (qui, en analyse, devrait 
être accompagnée de la ransformation de ^-Laplace, fîT]). En théorie de Galois apparaissent les 
^-dérivées étrangères (|24| et |25|). Enfin, nous allons rencontrer une application inattendue de la 
dualité de Serre. Actuellement, nous ne savons définir pour un nombre arbitraire de pentes que les 
ç-dérivées étrangères (et les pentes doivent être entières). 

Lemme 3.5 Pour tout module M, on a une identification naturelle: 

r\M)^H\E„:FM). 

Démonstration. - Le foncteur exact à gauche M r(M) s'identifie naturellement au foncteur 
composé du foncteur exact M ^ Jm et du foncteur exact à gauche f ^ r(Etp f ). Leurs fonc- 
teurs dérivés à droite sont donc égaux. □ 

Soit Mo = Px 0^2, où Pi = M^nAi, £ = l'2), < ^ii e Z. L'espace J (Mo) 

s'identifie naturellement à Ext{P2,P\) et ce dernier, d'après la section [T.2.21 à r^{P), où P = 
P2 ^Pi est un module pur de pente = /^i — ^2 < et de rang r = r\r2. Pour l'étude du cas de 
deux pentes, on peut donc se restreindre aux calculs sur Mo =P®\= Maq, où P = M^^iA: 



Nous poserons d = —/u ("niveau" ^-Gevrey). Nous allons expliciter dans ce cas les isomorphismes 
:F{Mo)=r'{P)c^H'{E„!FMo)- 

Les sections de A/ (Mo) sont ici les matrices ( J ^ j telles que OqF = zf^AF, la multiplication 

dans le groupe r(V,A/(Mo)) correspondant à l'addition de leurs composantes F. Le faisceau 
A/(Mo) est donc isomorphe au fibré = T^ha- Puisque l'on a un faisceau en groupes commutatifs, 
le est ici un groupe (cohomologie des faisceaux abéliens). 

Calcul de cocycles. On va calculer des cocycles par "sommation". Pour cela, on choisit un 

fz'^A U\ 

module My, de matrice Ay = ( q 1 ) gradué Aq, avec U G Mat^j (C({z})); on impose 
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que JJ soit polynomial (en fait, holomorphe sur C* et méromorphe en suffit pour les calculs 

qui suivent). On fixe une direction de sommation c G E^, et l'on cherche qui soit un 

isomorphisme méromorphe de Aq dans Au, avec pour seuls pôles [— c; ^] , de multiplicité >d = — /i. 
L'équation satisfaite par F est: 

OqF -:à'AF = U. 

Gc 

On pose F = On est ramené à résoudre l'équation: 

c'^GgGc-AGc = Ue^g,. 
On développe en séries de Laurent Gc = J^GnZ", V = UQ^^ = H^nZ", d'où: 

VnGZ, {c'^q%-A)G„ = Vn. 

Supposons maintenant que toutes les matrices c^q"Ir—A soient inversibles, Le. éléments de ^ X ^ (C) . 
Cela équivaut à: 



ceE,\LA„ oùrAo = ^Sp(A) = «/Sp(A) (mod/)). 

Notons que, génériquement (c'est-à-dire si Sp(A) admet r valeurs distinctes module q^), l'ensemble 
interdit r^o a r<i = irr(Mo) éléments. Pour une direction autorisée, les équations ci-dessus admet- 
tent une unique solution: 

Gc = £(cV/r-A)-V„z", 

neZ 

^q,c neZ 

La notation Fc est légitime, car cette fonction ne dépend que de la classe de c dans E^. Si l'on 
pose: 

on voit que est holomorphe sur C* \ [—c, —d;q] et vérifie OqF^-^ = z^AF-^-^. Les fonctions j 
sont des sections du fibré fp = f^^lA sur les ouverts V^^, et constituent un cocycle. La classe de 
ce cocycle dans le groupe de cohomologie (Eq, J^Mq) s'identifie à la fois à la classe de dans 
:F (Mo) et à la classe de l'extension Mu de i par P dans r^(P) =Ext{l,P). Nous noterons cl{Mu) 
cette classe (dans l'un quelconque des trois ensembles ainsi identifiés). 
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Invariants à la g-Borel. Pour résoudre (ou pour étudier l'obtruction à résoudre) l'équation 
<5qF — z^AF = U, on développe en séries de Laurent: F = Y^^nZ", U = Y,UnZ", d'où: 

On introduit des coefficients tels que: 

V?î G Z , q^tn =tn-d- 

Par exemple, le développement en série de Laurent 6^ = Y.tnZ" fournit de tels coefficients, comme 
il découle de l'équation fonctionnelle OqQ^ = z'^ô^. On appelle transformées de q-Borel au niveau 
d d'une série f{z) = Y. fnZ" la série: 

neZ 

^i'^m) = j:q-"t^,M". 

nez 

Un petit calcul montre que notre relation ci-dessus équivaut à: 

Si U (resp. F) est analytique, 'sf^'U (resp. 'b'^'F) est entière, et l'on peut évaluer cette égalité 
partout. On choisit une matrice B racine d'^ de A, et l'on voit qu'une condition nécessaire est 
l'annulation des 'Bf\j'B) pour f = 1. C'est en fait une condition suffisante, et l'on peut démontrer 
que les d vecteurs (jS ) ÇiC constituent un jeu complet d'invariants analytiques. Plus précisément, 
l'application qui, à U , associe le J-uplet des 'Bq^\j'B) induit un isomorphisme de l'espace vecto- 
riel !F (Mo) sur C'^. 

Invariants de Il24l . Il25l . On fixe un a G C* "générique" (pratiquement, loin de tous les points 
qui vont intervenir). Il jouera le rôle d'un point-base. On fixe une direction de sommation autorisée 
arbitraire cq G E^. L'application d i-^ F—-^{a) est méromorphe sur E^, avec des pôles sur Zao- Elle 
est à valeurs dans l'algèbre de Lie 5t{Mij) du groupe de Stokes &t{Mu). (C'est pour cela que 
l'on a dû introduire cq, qui n'intervient pas dans le résultat du calcul). La prise de résidu est une 
intégration, donc donne un résultat dans l'espace vectoriel st(Mf/). On pose, pour tout c G Tao- 

À^{Au)=Rcs-,^,F-^ia). 

Les À-(A[/) prennent leurs valeurs dans des espaces vectoriels de dimension totale rd et constituent 
un jeu complet d'invariants analytiques. Dans [24], on donne des formules de transformations 
entre ces "^-dérivées étrangères" et les invariants de ^-Borel. 
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Invariants provenant de la dualité de Serre. Il s'agit de la dualité de Serre pour les fibrés vec- 
toriels holomorphes sur une surface de Riemann compacte (fÎ6l). Le diviseur canonique de 

dz 

est trivial. Il y a en effet une différentielle globale de diviseur nul: c'est, par exemple — = lindx, 

z 

où ;c et z sont les uniformisantes globales provenant des revêtements C ^ et C* ^ E^. De la 
dualité de Serre, on déduit alors que, pour tout fibré sur E^, les espaces vectoriels //"(Eg,ir^) 
et H^{Eq,f ) sont duaux l'un de l'autre. Une base de //°(Eç,ir^^) fournira donc un système de 
coordonnées sur //^(Eç,^Mo)> c'est-à-dire un jeu complet d'invariants analytiques pour f (Mo). 

Le mécanisme de dualité est le suivant. Soit X une section globale de ^T^^: c'est donc une 
solution holomorphe sur C* de l'équation: 

<5qX = zr^'A-^x. 

Alors Y = 'X est holomorphe sur C* et vérifie: OqY = zr^YA^^ . On forme le produit scalaire 

C'est une fonction méromorphe sur C* avec des pôles connus, et, des équations satisfaites par Y 
et Fj:^, on déduit: 

On a donc une fonction elliptique (|)-^ de pôles c,(i G E^. La somme de ses résidus sur E^^ est donc 
nulle. Par ailleurs, cette fonction est, par définition, une différence: 

^-crd = <^^Fl-Fc> = <X,F^> - <X,F^> = <^-i^, 

où chaque section = <X,Fc> a un seul pôle sur E^ (une g-spirale sur C*), à savoir — c. On a 
donc: 

Res— = Res— (|)^. 

(On prendra garde qu'il s'agit ici de résidus par rapport à la variable z et non par rapport à la 
direction de sommation, comme dans le cas des Aj^ !) Par définition, le nombre calculé ci-dessus, 
qui ne dépend pas de c G E^, est celui associé par la dualité de Serre à X G //"(E^,^^^) et à 
cl(M;7) G H\Eq,J'Mo)- Nous le noterons <X,cl{Mu)>. 

Lemme 3.6 On a les égalités: 

<X,cl{Mu)> = [{OqX)U]o = [z'"XA-'U]o = l^XA-'U],. 

Démonstration. - Nous employons la notation commode suivante: si / = Y^fnZ", alors [/]„ = /„. 
Ici, X = Y.Xf,z", U = Y,UnZ'^ (séries de Laurent convergentes sur C*) et l'on calcule le coefficient 
de degré (resp. de degré /u) de z'^'XA^^U (resp. de 'XA^^U). La dernière égalité est donc triviale. 
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La seconde l'est également, puisque OqX = z'^ 'XA^^. 

Pour calculer le résidu en — c G E^^, on choisit un représentant c G C* et une couronne fondamentale 
contenant le pôle —c. On écrit la frontière orientée de cette couronne sous la forme qy—y, où y est 
un cercle de centre parcouru positivement. Alors, par le théorème des résidus: 




= [{o,X)U]o. 



□ 



Donc <X,cl(Mf/)> = Y,Q "XnUn- Pour produire concrètement de tels nombres, il est naturel 
de construire la section X à l'aide de fonctions Thêta. On choisit une racine B de la matrice A, 
et l'on voit que: 

Tb = ®Uz) = Q'{B-'z) = y tnB-V 
'''f nez 

vérifie GqTs = Tbz'^A^^ . On peut donc prendre pour 'X l'une quelconque des r lignes de Tg. En 
faisant le même calcul pour chacune des d matrices jB = 1), on trouve une base de H^{Kq, f^^) 
et les invariants correspondants sont les invariants de g-Borel calculés précédemment. 



4 Constructions globales 

Historiquement, les équations aux ^-différences intéressantes sont définies sur la sphère de Rie- 
mann S, c'est-à-dire à coefficients rationnels: matrice A G g L^^{Q{z)) codant un objet Ma de 
E =DiffMod{C{z),Cg) (voir iH). Par exemple, l'équation ^-hypergéométrique (lEl, l321, O). 

Pour étudier une équation globale, on la localise. Il n'y a a priori que deux points possibles 
pour localiser, et oo, car ce sont les seuls points de S fixés par la dilatation z ^ qz- En localisant 
en 0, c'est à dire par extension de base C(z) •—>■ C({z}), on obtient un plongement E E Il y a 
similairement une localisation en oo; e <^ e(~) (cette dernière catégorie est d'ailleurs isomorphe 

à£(0)). 

En fait, il y aurait lieu de localiser aux singularités intermédiaires de A, i.e. les singularités 
dans C*. Mais elles bougent sous l'action de z i-^ qz, et il faut en fait trouver une notion de 
localisation en une ^-spirale ou en un point de E^. Le peu que nous savons faire en ce sens est 
l'objet de cette section. 

4.1 Le cas des équations fuchsiennes 

C'est celui où Birkhoff a posé et résolu le problème du recollement des données locales. Clas- 
siquement, pour les équations différentielles, c'est le problème des matrices de connexion. La 
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corrsepondance de Riemann-Hilbert permet, à partir des monodromies locales et d'un nombre 
fini de matrices de connexion, de reconstruire la classe d'équivalence rationnelle d'une équation 
différentielle linéaire fuchsienne. Sous forme moderne, les données locales et de connexion sont 
traduites comme une représentation de monodromie. 



revient au même de dire que A est rationnellement équivalente (c'est-à-dire via une transformation 
de jauge F G g L^{C{z)) à une matrice qui est non singulière en et oo. Nous supposerons donc, 
comme le fait Birkhoff, que A(0),A(oo) g gL^{C). 

Birkhoff construit alors des "solutions locales" fondamentales X et X de OqX = AX, qui 
sont méromorphes (mais multiformes) sur C* , et définit la matrice de connexion de Birkhoff: 



La matrice P est méromorphe (mais multiforme) sur C* et vérifie P{qz) = P{z) par construction 
(elle connecte deux solutions d'une même équation, elle est donc "g-cons tante"). Elle est donc 
presque elliptique. Birkhoff démontre que la donnée d'un nombre fini d'invariants locaux en et 
oo et de la matrice de connexion P permet de retrouver la matrice A à équivalence rationnelle près. 
C'est pour prouver V existence d'une matrice A qu'il a inventé le théorème de factorisation dont 
nous avons parlé au début. 

Le travail a été repris dans f37|, en n'utilisant que des fonctions méromorphes uniformes. Par 
exemple, on résout Oqf = cf {c & C*) à l'aide de eqc = Qq/Qq.c, là où Birkhoff utilisait z'°§'7''. 
Ainsi, P G g L^{M (E^)). Le résultat de Birkhoff prend la forme précise d'une équivalence de 
catégories. L'inconvénient de la matrice de Birkhoff (dans sa version d'origine ou dans celle de 
lITTl ) est qu'elle ne se comporte pas bien par produit tensoriel, d'où des difficultés pour la théorie 
de Galois (c'est-à-dire pour obtenir une représentation de groupes). Ce mauvais comportement a 
sa source dans le fait que e^,c^5,d 7^ e?,cd et ce, quel que soit le choix fait des solutions méromorphes 



En fait, pour des équations régulières en et 00, c'est-à-dire telles que A(0) = A(oo) = on 
n'a pas besoin de fonctions spéciales pour résoudre l'équation, on peut le faire avec des séries 
convergentes. Etingof a montré dans ce cas (lÔl) que les valeurs de la matrice de connexion 
engendrent le groupe de Galois. Sans cette hypothèse, van der Put et Singer ont obtenu un résultat 
similaire mais à l'aide de la résolution symbolique: les ^ sont remplacés par des symboles Cc 
tels que CcCd = Ccd- On n'obtient pas par cette voie de véritables invariants transcendants. 



Disons que A G g L^{C{z)) est fuchsienne si elle l'est en et 00 (i.e. dans •£ et dans E (")). Il 
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Avec des fibrés, ça marche mieux. Dans ll33l . on procède comme suit. D'après le lemme-clé 
de la section IT. 1.11 on peut écrire: 



f{0) 



a(o) 
A H 



, A(°)G^^i:„(C)etF(°)(z)GÇ^X„(C({z})) 
, aH g gL^iC) et fH(^) e gL^{C{{w})), 



oùw = z ' (uniformisante en oo g S). Des équations fonctionnelles satisfaites par F^^^ et F^°°^ (w) 
découle d'ailleurs qu'ils admettent des prolongements méromorphes respectivement à C et à 
S\{0}. 

La matrice F = vérifie alors: F G gL„iM (C*)) et F [a(°)] =A^°°\ Elle code 

donc un isomorphisme méromorphe'. 



(t) : f 



(0) 



H 



En fait, est le fibré local étudié aux sections |2]et[3] On démontre alors que {!F !F ^'"^) 
est une équivalence de catégories tannakiennes. On en déduit que le groupe de Galois de A est 
engendré par ses composantes locales G^p et Gj°' , plus des données de recollement qui sont es- 
sentiellement les valeurs de (j). Le résultat d'Etingof est un cas particulier. 



Remarque. Un premier résultat, beaucoup moins élégant, avait consisté à tordre la matrice de 
connexion, de manière assez compliquée, pour que ses valeurs contribuent au groupe de Galois. 
C'est cette version peu conceptuelle qui sert dans la pratique: pour la confluence des automor- 
phismes galoisiens dans |33l; et pour le calcul par Julien Roques de la plupart des groupes de 
Galois g-hypergéométriques dans lf32l . 



Localisation dans le cas abélien. Les constructions ci-dessus ont toutes le même défaut: il faut 
une quantité non-dénombrable de générateurs P{a) ou (j)(a) pour engendrer le groupe de Galois. 
Cela est à comparer avec la représentation de monodromie, qui est de type fini. Le groupe de 
Galois obtenu par voie algébrique n'a pas le caractère discret et transcendant de la "vraie" corre- 
spondance de Riemann-Hilbert. 

Dans le cas régulier, ou seule la matrice de connexion compte, on a vu que le groupe de 
Galois de A est paramétré par la fonction matricielle elliptique P. (En fait, par la fonction a ^ 
P{ao)^^P{a), mais on peut supposer que P{ao) = /„). Comme une fonction méromorphe sur la 
surface de Riemann est la même chose qu'une fonction rationnelle sur la courbe algébrique E^^, 
on a donc un groupe algébrique rationnellement paramétré par une courbe algébrique. Dans le cas 
où le groupe est abélien, cette situation relève de la théorie géométrique du corps de classes (139]). 
On a pu ainsi, dans |[33l localiser la matrice de connexion et en déduire un équivalent raisonnable 
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du groupe de monodromie. Cette description est trop lourde pour être reprise ici. Elle est surtout 
peu utile (sauf comme encouragement), car les équations abéliennes sont trop rares (elles sont 
presque la même chose que les équations de rang 1). 

4.2 Le cas général 

La vraie généralisation attendue n'est pas tellement le passage du cas fuchsien au cas irrégulier 
(qui commence à être bien compris), mais le passage au cas non abélien: comment alors localiser 
l'effet des singularités ? On va proposer une construction intéressante qui réalise platoniquement 
cette localisation. 

Soit A G g L^^{C{z)). (Une bonne partie de ce qui suit garde un sens si A G g L^{M (C*)).) 
Notons Sing{A) le lieu singulier de A, défini comme sui: 

Sing{A) = {pôles de A dans C*} U {pôles de A"^ dans C*}. 

Soit par ailleurs U un ouvert connexe de C* vérifiant les deux conditions suivantes: 

1. 11(11) = Eq-, la restriction kU du revêtement 7i : C* ^ est donc un isomorphisme local. 
Un exemple de tel ouvert est toute couronne C{r,R) = {z G C* | r < |z| < R}, où R> r\q\, 
en particulier les disques épointés C{0,r) et C{r,o°) pour r G 

2. U Hq^^U nSing{A) = 0; l'ouvert U ne contient donc aucune paire singulière {z,qz} C 
Sing{A). (Une bonne partie de ce qui suit reste valable sans cette condition.) 

On pose alors: 

UxC" 
!FuA = , 

avec la même définition de ~a que précédemment. C'est un fibré vectoriel holomorphe sur E^. 
Le faisceau des sections se calcule ainsi: 

r{v,:Fu,A) = {xe0{umi-\v))" \ aqX = AX}. 

Une section X G r{V,^uA), vue comme fonction holomorphe U mi^^{V), admet automatique- 
ment un prolongement méromorphe à 7i^' (V), en vertu de l'équation fonctionnelle OqX = AX. On 
peut décrire le fibré jTf/^A en termes de diviseurs matriciels, proches de [41]. Pour cela on introduit 
une solution méromorphe fondamentale Xç, G g L^{M (C*)) de OqX =AX. (Il en existe pour les 
mêmes raisons qu'auparavant.) Alors le faisceau jFf/A est isomorphe, via la transformation de 
jauge X = XqY, au faisceau J^u,xq défini par: 

r{V,!Fu,xo) = {0E,(V)" I XqY est holomorphe sur U nn'^iV)}. 

On a noté ici 0e le faisceau des fonctions holomorphes sur E^. Il s'identifie naturellement au 
faisceau V i-^ 0c*{ti^^ (V))'^'' des fonctions holomorphes a^-invariantes sur C*, ce qui donne un 
sens au produit XqY. 
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Application souhaitée à la localisation. Si U et U' sont deux ouverts vérifiant les conditions 
précédentes, il y a un isomorphisme méromorphe naturel ^u.u'A de fy^A sur fu\A- Par exemple, 
si U et U' sont des disques épointés respectivement centrés en et en oo, on obtient essentiellement 
la matrice de connexion (sous sa forme intrinsèque). 

En général, on peut se ramener sans difficulté au cas où Sing{A) = {zi , . . . avec \zi+i \ > 
\qZi\ pour l<i<l— letzîy^Zj pour \ < i < j <l. On peut de plus choisir des réels positifs r, 
tels que |z,| < r, < \qzi\ pour !</</. Posons de plus ro = 0, r/+i = +00 et Ui = C{ri-\,ri) pour 
1 < / < / + 1 et ([); = (^Ui.Ui+i.A pour 1 < / < /. Alors chaque isomorphisme méromorphe ([); admet 
pour seule singularité zî € E^, et leur produit est la matrice de connexion (|) = (^Uq.Ui+iA- On a 
donc localisé liJj les singularités de celle-ci. De plus, chaque Ui permet de construire des foncteurs 
fibres, et les valeurs des (j), sur fournissent des opérateurs galoisiens. 

Comparons maintenant le problème à celui du groupe de Stokes. On avait également une 
quantité non dénombrable de générateurs, les S-jFA{a). Mais ceux-ci étaient tous dans un même 
groupe unipotent, que l'on a pu remplacer par son algèbre de Lie. Une fois le problème linéarisé 
(et abélianisé), on pouvait localiser l'effet des singulariés par prise de résidus. Nous ne savons rien 
faire de tel ici, parce que nous ne connaissons pas de forme normale maniable pour les (|),. 

Il est à noter que Krichever a réussi dans ifTSll à traiter un problème analogue pour les équations 
aux différences. 
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